6. МЕТОД УСРЕДНЕНИЯ
Пусть задано дифференциальное включение
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где 
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- 
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-мерный вектор; 
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- малый параметр.

Поставим в соответствие включению (1)

 следующее усредненное дифференциальное включение
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где
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Здесь интеграл от многозначного отображения понимается в смысле Ауманна, а сходимость – в смысле метрики Хаусдорфа, т. е.
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Теорема 6.1 [Плотников В. А., Плотников А. B., Витюк А. Н.]. Пусть в области 
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 выполнены следующие условия:

1)  отображение 
[image: image9.wmf](,)
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 непрерывно, равномерно ограничено, удовлетворяет условию Липшица по 
[image: image10.wmf]x

 с постоянной 
[image: image11.wmf]l

:
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2)  равномерно относительно  
[image: image13.wmf]x

 в области 
[image: image14.wmf]D

 существует предел (3)

;

3)  для всех 
[image: image15.wmf]0
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 решения включения 
(2)

 вместе с некоторой  GOTOBUTTON ZEqnNum313869  \* MERGEFORMAT -окрестностью лежат  в области 
[image: image17.wmf]D
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Тогда для любых 
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 можно указать такое 
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, что при 
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[image: image21.wmf]1

0

tL

e

-

££

 справедливы следующие утверждения:

1)  для любого решения 
[image: image22.wmf]()
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 включения 
(2)

 существует решение  GOTOBUTTON ZEqnNum313869  \* MERGEFORMAT  включения (1)

 такое, что выполняется неравенство 
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2) для любого решения  
[image: image25.wmf]()

xt

 включения 
(1)

 существует решение  GOTOBUTTON ZEqnNum132900  \* MERGEFORMAT  включения (5)

.
(2)

 такое, что выполняется неравенство 
Таким образом, справедлива оценка: 
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где 
[image: image28.wmf]()
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 - сечение семейства решений усредненного включения, 
[image: image29.wmf]cl()
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- замыкание сечения семейства решений исходного включения.

Доказательство. Из условий 1), 2)  в силу свойств интеграла Ауманна следует, что множество  
[image: image30.wmf]()
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 является выпуклым и компактным. Кроме того,
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т. е. дифференциальное включение (2)

 является усредненным относительно включения
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Из условий 1), 2) многозначное отображение 
[image: image33.wmf]()
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 равномерно ограничено и удовлетворяет условию Липшица с постоянной 
[image: image34.wmf].

l

 Действительно, в силу условия 2) теоремы для любого 
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 можно указать 
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 такое, что при всех 
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 справедлива оценка:
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Тогда
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Так как значение 
[image: image41.wmf]d

 выбрано произвольно, то в пределе получим:
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 Решения включений 
(7)

 существуют и продолжимы на промежутке  (2)

, (1)

,  GOTOBUTTON ZEqnNum132900  \* MERGEFORMAT . Согласно теореме 4.3 семейство решений  
[image: image44.wmf]0
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 включения 
(1)

 всюду плотно в компактном множестве   GOTOBUTTON ZEqnNum132900  \* MERGEFORMAT  семейства решений включения (7)

.

Следовательно, достаточно доказать теорему для включений с выпуклой правой частью.

Семейства решений включений 
(7)

, а также их сечения (2)

 и  GOTOBUTTON ZEqnNum313869  \* MERGEFORMAT  и 
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 соответственно, являются компактными множествами (теорема 4.1).

Докажем сначала первое утверждение теоремы. Разобьем отрезок 
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, тогда существует измеримая ветвь  GOTOBUTTON ZEqnNum313869  \* MERGEFORMAT  многозначного отображения 
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 такая, что



[image: image53.wmf]()()().

i

t

i

t

ttvsds

xxe

=+

ò


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (8)

Рассмотрим функцию 
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где 
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Вектор 
[image: image56.wmf]i
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 существует и единственен в силу компактности множества 
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 и строгой выпуклости минимизируемой функции.

Обозначим через  
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Из (11)

 следует, что  
(10)

 и 
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Тогда, учитывая (9)

, получим 
(8)

, 
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Из неравенства (13)

 имеем 
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Так как
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Рассмотрим семейство функций
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где 
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Из условия 2) теоремы следует, что для любого 
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 существует 
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 такое, что справедлива оценка 
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Следовательно, существует такое 
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Из (8)

 следует, что 
(18)

 и (16)

 - 
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Так как
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то из  (19)

 имеем
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и
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Учитывая выбор функции 
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, получим
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 и 
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По теореме 2.2  существует такое решение 
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 включения (1)

, что 
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Из  оценок (23)

  получаем 
(20)

, (15)
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т. е.
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Выбирая 
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из (24)

 получим первое утверждение теоремы. 
Доказательство второй части теоремы аналогично доказательству первой части.

Теорема 6.2 [Плотников В. А., Плотников А. B., Витюк А. Н.]. Пусть в области 
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 выполнены следующие условия:

1)  отображение 
[image: image86.wmf](,)
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 непрерывно, локально удовлетворяет условию Липшица по 
[image: image87.wmf]x

;

2)  в каждой точке  
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 существует предел (3)

;

3)  для всех 
[image: image89.wmf]0

 

xDD

¢

ÎÌ

решения включения 
(2)

 лежат вместе с некоторой  GOTOBUTTON ZEqnNum313869  \* MERGEFORMAT -окрестностью   в области 
[image: image91.wmf]D

 при 
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Тогда для любых 
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 справедливы следующие утверждения:

1)  для любого решения 
[image: image98.wmf]()
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 включения 
(2)

 существует решение  GOTOBUTTON ZEqnNum313869  \* MERGEFORMAT  включения (5)

;
(1)

 такое, что выполняется неравенство 
2) для любого решения  
[image: image100.wmf]()
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 включения 
(1)

 существует решение  GOTOBUTTON ZEqnNum132900  \* MERGEFORMAT  включения (5)

.
(2)

 такое, что выполняется неравенство 
Таким образом, справедлива оценка (6)

.

Доказательство. Рассмотрим множество
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Множество 
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 - компактно. Следовательно, предел 
(3)

 существует равномерно относительно  GOTOBUTTON ZEqnNum117269  \* MERGEFORMAT . Так как при доказательстве теоремы достаточно ограничиться рассмотрением области 
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, то утверждения теоремы следуют из справедливости теоремы 6.1 для области 
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Если функция 
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 периодична по 
[image: image108.wmf]t

, то можно получить более точные оценки.

Теорема 3 [Плотников В. А., Плотников А. B., Витюк А. Н.]. Пусть в области 
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 выполнены следующие условия:

1)  отображение 
[image: image110.wmf](,)
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 непрерывно, удовлетворяет условию Липшица по 
[image: image111.wmf]x

 с постоянной 
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, равномерно ограничено; 

2)  отображение 
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 - периодично по 
[image: image114.wmf];
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3)  для всех 
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 решения включения 
(2)

 вместе с некоторой  GOTOBUTTON ZEqnNum313869  \* MERGEFORMAT -окрестностью лежат  в области 
[image: image117.wmf]D

.

Тогда для любых 
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1)  для любого решения 
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 включения 
(2)

 существует решение  GOTOBUTTON ZEqnNum313869  \* MERGEFORMAT  включения (1)

 такое, что справедливо неравенство 
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2) для любого решения  
[image: image126.wmf]()
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 включения 
(1)

 существует решение  GOTOBUTTON ZEqnNum132900  \* MERGEFORMAT  включения (5)

.
(2)

 такое, что выполняется неравенство 
Таким образом, справедлива оценка: 
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где 
[image: image129.wmf]()
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 - сечение семейства решений усредненного включения, 
[image: image130.wmf]cl()
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- замыкание сечения семейства решений исходного включения.

Доказательство. На основании свойств интеграла Ауманна множество 
[image: image131.wmf]()
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 является выпуклым и компактным, а также
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Следовательно, дифференциальное включение (5)

 является усредненным относительно включения
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Так как семейство решений  включения (27)

, то достаточно доказать теорему для включений с выпуклой правой частью.
(1)

 всюду плотно в компактном семействе решений включения 
Докажем сначала справедливость первого утверждения теоремы.
Пусть 
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- произвольное решение включения (1)

, т. е.
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где 
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Согласно [Благодатских В. И., Филиппов А. Ф.] существует измеримая функция 
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Рассмотрим вспомогательную функцию 
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Обозначим через 
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Следовательно, из  (30)

 имеем 
(28)

 и 
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Следовательно, так как 
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т.е.
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Учитывая, что при 
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с помощью (33)

 получим
(32)
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Подсчитаем значение функции 
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где 
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Рассмотрим функцию
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Очевидно, что  
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Так как при 
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По теореме 2.2  из неравенства 
(38)

 следует, что  существует  решение  GOTOBUTTON ZEqnNum773613  \* MERGEFORMAT  включения (2)

 такое, что 
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Из неравенств (39)

 следует, что
(37)

 и (34)

, 
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Обозначим 
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Таким образом, доказана первая часть теоремы.

Взяв произвольное решение 
[image: image165.wmf]()

t

x

 включения 
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 и проделав выкладки, аналогичные предыдущим, можно построить решение  GOTOBUTTON ZEqnNum313869  \* MERGEFORMAT  включения 
(40)

 с некоторой постоянной (1)

 такое, что справедливо неравенство  вида  GOTOBUTTON ZEqnNum132900  \* MERGEFORMAT . Выбирая  
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 таким образом, чтобы решения 
[image: image170.wmf]()

xt

 не выходили за 
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- окрестность решений 
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, получим справедливость всех утверждений теоремы.

В системах дифференциальных уравнений стандартного вида можно проводить частичное усреднение уравнений, т. е. усреднять только некоторые слагаемые или сомножители. Такой вариант использования метода усреднения также приводит к упрощению исходной системы уравнений и бывает полезен в тех случаях, когда среднее некоторых функций не существует или сохранение их в системе уравнений не усложняет ее исследования. 

Приведем некоторые результаты по обоснованию схем частичного усреднения для дифференциальных включений стандартного вида.

Теорема 6.4 [Плотников В. А., Плотников А. B., Витюк А. Н.]. Пусть в области 
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 определены дифференциальные включения
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и пусть в этой области:

1) отображения 
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 являются непустыми компактами при всех допустимых значениях аргументов, непрерывны, равномерно ограничены, удовлетворяют условию Липшица по 
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 с постоянной 
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2)  равномерно относительно  
[image: image180.wmf]x

 в области 
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 существует предел
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3)  для всех 
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 решения 
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 включения 
(42)

 при  GOTOBUTTON ZEqnNum497308  \* MERGEFORMAT  вместе с некоторой 
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-окрестностью лежат  в области 
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 справедливы следующие утверждения:

1)  для любого решения  
[image: image192.wmf]1
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 включения 
(41)

 существует решение  GOTOBUTTON ZEqnNum105622  \* MERGEFORMAT  включения (42)

такое, что выполняется неравенство 
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2) для любого решения 
[image: image195.wmf]2
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 включения 
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 существует такое решение  GOTOBUTTON ZEqnNum497308  \* MERGEFORMAT  включения (45)

.
(41)

, что выполняется неравенство 
Таким образом, справедлива оценка: 
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где 
[image: image198.wmf]12
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 - замыкания сечений семейств решений  включений (42)

 соответственно.
(41)

, 
Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 6.1.

Замечание 1. Если одно из множеств 
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 вырождаются в точку,  то соответствующее включение становится дифференциальным уравнением,  для которого  при 
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 существует единственное решение 
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. В этом случае в 
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- трубке решения 
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лежит все семейство решений  (42)

. 

Замечание 2. Если сходимость в 
(44)

 имеет место в каждой точке  GOTOBUTTON ZEqnNum552124  \* MERGEFORMAT , то также как в теореме 6.2 можно доказать существование такого 
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 выполняются утверждения теоремы.

Замечание 3. Если отображения 
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 периодичны, то в оценках  
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 величину  (45)

 и  GOTOBUTTON ZEqnNum911348  \* MERGEFORMAT  можно заменить на 
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 - постоянная.

Замечание 4. Если 
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, то из теоремы 6.4 следует обоснование схемы полного усреднения (теорема 6.1). 
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